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A equacio de Ricatti é uma equacéo diferencial ndo-linear com a forma geral dada
por:

Y~ Pa) + Q) + R )

Ela é uma equacio diferencial bem especifica, com o que parece ser uma equagio
quadratica de y do lado direito.

Para resolver a equacdo de Ricatti nos baseamos em uma solucéo particular conhe-
cida chamada de ;. Note que y; ndo é a solucdo geral para e equacdo de Ricatti, é apenas
uma solucéo em particular que sabemos previamente que funciona. A partir dessa solu-
cdo particular conhecida y; nds podemos encontrar a solucéo geral y para a equacio de
Ricatti com a seguinte idéia: se y; é uma solugdo particular para Ricatti, entdo podemos
achar a solucéo geral y da seguinte forma:

Y=y +u, (2)

ou seja, a solucdo paticular y; “fard parte” da solugdo geral, acrescida de um termo wu.
Na Equacéo 2 sabemos de antemio o valor da solugio particular, mas ainda ndo sabemos
o que u serd. Portanto, para encontrar a solugdo geral para Ricatti, precisamos descobrir
o valor de u. Como isso pode ser feito?

Usando y = y; + u como o formato da solucio geral, temos que:

Yy=uy1+u
dy _dys , du ®
dr  dx dx

Agora vamos utilizar os valores de dy/dx e de y ilustrados na Equacéo 3 e substituir
na equacdo original de Ricatti:



= () + Qa)y + R(x)y? “
4
dy: du o 2
— T = P) + Q@) (y + ) + R(z)(y +u)
Expandindo os termos teremos entéo:
dyl du
do " dr

Reordenando os termos da equagdo temos entdo:

= P(2) + Q(@)y1 + Q(z)u+ R(x)yi + 2R(2)y1u+ R(x)u® (5

dy, du
dr | dr
Preste aten¢io na Equacio 6: note que o termo [P () + Q(z)y; + R(x)y?] é, na ver-
dade, uma outra equacéo de Ricatti que pode ser reescrita como dy; /dx! Note também

que podemos simplificar o termo [Q)(z)u + 2R(x)y,u] colocando o v em evidéncia. Fa-
zendo isso teremos:

= [P(2) + Q(x)y1 + R(z)yi] + [Q(2)u + 2R(2)yu] + R(z)u*  (6)
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Ap6s simplificar dy; /dx em ambos os lados chegamos em:

7% 7% )+ 2R(x)y| u + R(x)u? ©

= (@) + 2R(a)p] u + R

Subtraindo [Q(z) + 2R(z)y;] u em ambos os lados chegaremos em:

du
i [Q(z) + 2R(z)y1] u = R(z)u? )
E o que é a Equacgdo 97 Se vocé reparar bem vera que é uma equacio de Bernoulli
na forma geral:

du

Lt P(o)u = f()u” (10)
Saimos de uma equacio de Ricatti e chegamos em uma equacio de Bernoulli! Ainda

ndo encontramos a solugdo para a equagio de Ricatti, chegamos apenas em nossa “es-

cala” até o destino final, uma equacdo linear. Mas agora devemos resolver a equacio de

Bernoulli.



Para resolver a equacdo de Bernoulli, a chave é usar a substituicdo:

w=u"" (11)

Como, na equagio 9, n = 2, w sera:

1-n 1-2
w=1u =U
o (12)
w=u

Diferenciando implicitamente teremos:

w=1u
dv_ d du
dr  dx dx
dr dx
du 2 dw
dr dx

Agora substituimos du/dx na equacio 9:

Q) + 2R ()] u = R’
g (14)
—Uzﬂ —[Q(z) + 2R(x)y1] u = R(z)u’

Podemos entdo dividir a equagio por —u?:

, dw
" Q@) +2R@y]u Rl
w2 —u? o —u? (15)
dw

——+ Q) + 2R(@)y]u" = —R(x)

Considerando que u ! = w, podemos substituir ! por w na equagio e chegar em:

dw

4+ [Q() + 2R w = ~R() (16)
Note que a equagio 16 é uma equacio Linear com a forma geral:
Wt Playw = f(x) 1)
dr r)w = T

Assim, realizando substitui¢des sucessivas relativamente simples’, conseguimos che-

Mas ndo obvias!



gar em uma equacdo linear saindo de Ricatti, e passando por Bernoulli. Para encontrar a
solucéo geral para a equacdo de Ricatti basta agora resolver a equacdo linear final.
Em resumo, saimos da equacdo de Ricatti:

dy _
dv

passamos por uma equagio de Bernoulli:

P(z) + Q(z)y + R(x)y’ (18)

du_[
dx

e chegamos em uma equagéo linear:

Q(z) + 2R(x)y] u = R(x)u” (19)

Z—i +1Q(x) + 2R(z)y] w = —R(x) (20)




